
Инструкция по работе с программой
"Численный метод решения задачи определения параметров
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Введение

Вашему вниманию предлагается инструкция по работе с программой по чис-
ленному решению задачи определения набора параметров (обратная задача) для
системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, описываю-
щих распространение туберкулеза в популяции с учетом лечения и возникновения
новых лекарственно устойчивых штаммов.

1 Постановка задачи

Разработана программа, предназначенная для численного решения обратной
задачи для системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений,
описывающих распространения туберкулеза в популяции с учетом лечения и воз-
никновения новых лекарственно устойчивых штаммов [1]:

dS

dt
= ΠN + ϕT + ϕmTm − (λd + λdm + µ)SB,

dLA
dt

= λSA + λd(SB + LB + LBm)− (ε+ k + µ)LA,

dLAm
dt

= λmSA + λdm(SB + LB + LBm)− (ε+ k + µ)LAm,

dLB
dt

= kLA + γI − (λd + λdm + ν + µ)LB,

dLBm
dt

= kLAm + γIm − (λd + λdm + ν + µ)LBm,

dI

dt
= εLA + νLB + (1− ν)ωT − (γ + δ + µi)I,

dIm
dt

= εLAm + νLBm + νωT − (γ + δm + µi)Im,

dT

dt
= δI − (ϕ+ ω + µt)T,

dTm
dt

= δmIm − (ϕm + ω + µt)Tm,

S(0) = S0, LA(0) = LA0 , LAm(0) = LAm0 ,

LB(0) = LB0 , LBm(0) = LBm0 , I(0) = I0, Im(0) = Im0 ,

T (0) = T0, Tm(0) = Tm0 .

(1)

Здесь
λd = χβ(I + oT )/N, λdm = χβm(Im + oTm)/N.

В модели (1) вся популяция разделена на чувствительных (S), носителей
латентной инфекции, также со штаммом МЛУ-ТБ (с индексом m), с быстрым
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(LA, LAm) и медленным (LB, LBm) развитием активной формы болезни, больных
с открытой формой болезни, находящихся на лечении (T, Tm) и нет (I, Im).

Описание параметров, характеризующих особенности популяции и развития
болезни для модели (1), приведено в таблице 1.

Таблица 1: Параметры модели (1).

Обозначение Описание Единицы Величина
Π приток молодежи в модель-

ную популяцию
чел/год зависит от популяции

1/µ средняя ожидаемая продол-
жительность жизни

год зависит от популяции

ϕ скорость лечения от туберку-
леза

чел/год 2

ϕm скорость лечения от МЛУ-
ТБ

чел/год 0.5

ε скорость раннего прогресси-
рования болезни

год 0.129

k скорость перехода к поздне-
му прогрессированию болез-
ни

год 0.821

γ скорость спонтанного само-
излечения

год 0.63

ν скорость развития активной
формы болезни при эндоген-
ной активации

год 0.075

η вероятность развития штам-
ма МЛУ-ТБ при лечении

- 0.035

ω скорость ре-инфекции чел/год 0.25
δ скорость обнаружения инди-

видов с активной формой ту-
беркулеза

чел/год 0.72

δm скорость обнаружения инди-
видов с активной формой
МЛУ-ТБ

чел/год 0.035

µi смертность от туберкулеза
без лечения

год 0.37

µt смертность от туберкулеза во
время лечения

год 0.5µi

β параметр контагиозности - зависит от популяции
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Продолжение табл.1
Величина Описание Единицы Значение

βm параметр контагиозности
для МЛУ-ТБ

- 0.7β

χ параметр частичного имму-
нитета, умноженный на долю
инфекции

- 0.343

o параметр заразности инди-
видов во время лечения

- 0.6

N общее количество населения чел зависит от популяции

Отметим, что решение задачи Коши (1) существует и единственно в классе
непрерывных и непрерывно-дифференцируемых функций [2].

Запишем модель (1) в векторном виде:{
Ẋ = F (X(t),Θ), t ∈ (0, T ),
X(0) = X0.

(2)

Здесь X = (S, LA, LAm, LB, LBm, I, Im, T, Tm)T - вектор неизвестных функций
модели, X0 = (S0, LA0 , LAm0 , LB0 , LBm0 , I0, Im0 , T0, Tm0)

T - вектор начальных дан-
ных, F - заданная вектор-функция, а Θ = (Π, µ, ϕ, ϕm, ε, k, γ, ν, η, ω, δ, δm, µi, µt, β,
βm, χ, o, l)

T - вектор параметров модели.
Предположим, что в моменты времени tk о функциях Xl1(t), . . . , Xld(t) где

{l1, . . . , ld} ⊂ {1, . . . , 9} известна дополнительная информация вида:

Xl1(tk) = Xk
l1
, k = 1, ..., Kl1 ,

. . .

Xld(tk) = Xk
ld
, k = 1, ..., Kld . (3)

Тем самым получили задачу восстановления параметров математической мо-
дели (2)-(3), в которой требуется определить вектор из m параметров Θ̃ = (Θ̃1, . . . , Θ̃m)T ∈
Rm,m ≤ 19 по дополнительной информации о решении прямой задачи:

Φi(tk) := Φ
(k)
i =

(
X1
li
, . . . , X

Kli
li

)T
∈ RKli , i = 1, . . . , d.

Запишем обратную задачу (2)-(3) в векторном виде:{
Ẋ = F (X(t), Θ̃), X(0) = X0,

Xli(tk) = Φ
(k)
i , i = 1, . . . , d.

(4)

Решение задачи (4) сводится к нахождению минимума целевого функционала

J(Θ̃) =
d∑
i=1

Kli∑
k=1

|Xli(tk; Θ̃)− Φ
(k)
i |2. (5)
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2 Описание алгоритма

Алгоритм решения обратной задачи состоит из комбинации оптимизационных
методов: стохастического (метода имитации сверхбыстрого отжига) [3] и детер-
министского градиентного метода (минимальных ошибок) [4].

Сначала мы находим область "глобального"минимума функции из любого на-
чального приближения из области определения вектора параметров с помощью
метода отжига, после этого, используя начальное приближение из найденной об-
ласти "глобального"минимума, используем метод градиентного спуска для поис-
ка самого "глобального"минимума функции.

2.1 Метод отжига

Для нахождения области глобального минимума целевого функционала ис-
пользуется метод “сверхбыстрого отжига” (Very Fast Annealing) с коэффициентом
c для более быстрого понижения температуры T (j + 1) = cT (j) [3]. Этот метод
также носит название метода «тушения». В нашем случае, температура T (j)- это
некоторая функция натурального аргумента со значением в Rm, которая регули-
рует номер итерации.

Суть метода «тушения» заключается в поиске области глобального миниму-
ма с помощью упорядоченного случайного поиска, построенного по аналогии с
процессом образования кристаллической структуры с минимальной энергией при
охлаждении [3].

Предположим, что каждый параметр Θi, i = 1, . . . ,m, лежит в некотором про-
межутке Θi ∈ [Ai, Bi], i = 1, . . . ,m.

Алгоритм метода тушения:
0. Задаются максимальное и минимальное значения:

T0 = Tmax и Tmin.

1. Произвольным образом выбирается вектор Θ(0) ∈ Rm : Θ(0)i ∈ [Ai, Bi], и вы-
числяется значение функционала J(Θ(0)).
2. Пусть значения Θ(j) и J(Θ(j)) уже найдены. Покажем, как вычисляется Θ(j+1).
3. Задаются m независимых случайных чисел αi, i = 1, . . . ,m, равномерно рас-
пределенных на отрезке [0, 1]. Вычисляется новый вектор Θ′ по правилу

Θ′i = Θ(j)i + zi(Bi − Ai),

где zi- случайная величина следующего вида:

zi = sgn(αi − 0.5)T (j)((1 + 1/T (j))|2αi−1| − 1).
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4. Вычисляется значение функционала в новой точке J(Θ′).
(a) Если ∆J = J(Θ′)− J(Θ(j)) < 0, то переходим на шаг 7.
(b) Если ∆J = J(Θ′)− J(Θ(j)) > 0, то переходим на шаг 5.
5. Вычисляется вероятность выбора нового приближения

p(∆J, T (j)) = exp (−∆J/T (j)).

6. Задается случайное число α равномерно распределенное на отрезке [0,1].
(a) Если α < p(∆J, T (j)), то переходим на шаг 7.
(b) Если α > p(∆J, T (j)), то переходим на шаг 3.
7. Выбирается новая точка Θ(j+1) = Θ′.
8. Уменьшается T (j + 1) = cT0 exp (−k1/md), d > 0 - параметр метода “сверхбыст-
рого отжига”.
(a) Если T (j + 1) < Tmin, то конец итерации.
(b) Если T (j + 1) < Tmin, то переходим на шаг 3.

В работе Жиглявского А.А. [5] доказана общая теорема о статистической схо-
димости методов глобальной оптимизации к области глобального минимума. До-
казательство этой теоремы для метода сверх-быстрого тушения приведено в ра-
ботах [5, 6, 7, 8].

2.2 Градиентный метод

После нахождения области глобального минимума функции, запускается ме-
тод градиентного спуска с начальным приближением Θ(0), принадлежащим этой
области.

Метод градиентного спуска - метод нахождения локального экстремума функ-
ции с помощью движения вдоль градиента, по формуле:

Θj+1 = Θj − αjJ ′(Θj), αj > 0. (6)

Здесь αj – параметр оптимизации, который классифицирует градиентные ме-
тоды [4], J ′(Θ) ∈ Rm – градиент целевого функционала (5).

Теорема 1. Градиент целевого функционала J(Θ) определяется следующим со-

отношением:

J ′(Θ) = −
T∫

0

Ψ(t)TFΘ(X(t),Θ) dt. (7)

Здесь Ψ(t) = (Ψ1(t), . . . ,Ψn(t))T , Ψi(t) ∈ C(0, T ) (i = 1, . . . , n) – решение сопря-
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женной задачи
dΨ(t)
dt

= −FT
X(X(t),Θ)Ψ(t), t ∈

K⋃
k=0

(tk, tk+1), t0 = 0, tK+1 = T ;

Ψ(T ) = 0,

[Ψ]t=tk = 2(X(tk; Θ)− Φ(k)), k = 1, . . . , K.

(8)

FX(X(t),Θ) ∈ Rn × Rn и FΘ(X(t),Θ) ∈ Rn × Rm – соответствующие матрицы

Якоби:

FX =


∂F1

∂X1

∂F1

∂X2
. . . ∂F1

∂XN
∂F2

∂X1

∂F2

∂X2
. . . ∂F2

∂XN
...

...
. . .

...
∂FN

∂X1

∂FN

∂X2
. . . ∂FN

∂XN

 , FΘ =


∂F1

∂Θ1

∂F1

∂Θ2
. . . ∂F1

∂ΘM
∂F2

∂Θ1

∂F2

∂Θ2
. . . ∂F2

∂ΘM
...

...
. . .

...
∂FN

∂Θ1

∂FN

∂Θ2
. . . ∂FN

∂ΘM

 .

Доказательство теоремы приведено в статье [9].
Алгоритм градиентного метода минимальных ошибок:

1. Произвольным образом выбирается вектор Θ(0) ∈ P , где P – область, найден-
ная методом отжига.
2. Решаем прямую задачу (2) для заданного набора параметров методом Рунге-

Кутты четвертого порядка аппроксимации. Определяем X(tk; Θ(j)) = Φ
(k)
j , k =

1, . . . , K.
3. Решаем сопряженную задачу (8) на промежутках (tk, tk+1), k = 0, 1, . . . , K,
t0 = 0, tK+1 = T , методом Рунге-Кутты, учитывая в точках tk разрывы решения
задачи Коши (8).
4. Определяем по формуле (7) градиент целевого функционала J(Θ(j)).

5. Вычисляем параметр оптимизации αj =
2J(Θ(j))

||J ′(Θ(j)||
и следующую итерацию, со-

гласно соотношению
Θ(j+1) = Θ(j) − αjJ ′(Θ(j)).

6. Проверяем условие остановки: если J(Θ(j+1)) < ε, то Θ(j+1) - приближенное
решение обратной задачи (4). Иначе переходим на шаг 2.
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3 Описание работы с программой

Для работы с программой необходимо заполнить файл input.txt самостоятель-
но или воспользоваться приложением Create_a_file.exe.

В input.txt находится информация о параметрах алгоритма, о параметрах мо-
дели, о количестве измеряемых функций модели и пр. Программа поддерживает
следующий синтаксис заполнения input.txt, построчно:

1. Tmax - максимальная температура для метода отжига.

2. Tmin - минимальная температура для метода отжига.

3. epsilon - условие остановки градиентного метода.

4. indicator - индикатор, указывающий на использования реальных данных
(indicator = 0) или синтетических (indicator = 1).

5. Количество восстанавливаемых параметров.

6. вектор номеров восстанавливаемых параметров (через пробел).

7. Вектор нижних границ областей для восстанавливаемых параметров (через
пробел).

8. Вектор верхних границ областей для восстанавливаемых параметров (через
пробел).

9. Вектор "эталонных"параметров системы (19 чисел через пробел), если ис-
пользуются реальные данные, то вместо восстанавливаемых параметров мож-
но поставить 0.

10. T - временной отрезок, рассматриваемый в задаче.

11. Вектор начальных данных для системы (9 чисел через пробел).

12. Количество измеряемых функции в задаче.

13. Вектор номеров измеряемых функций (через пробел).

14. Количество точек измерения.

15. Если используются реальные данные, то далее указываются (построчно)
вектор дополнительных данных для обратной задачи для всех измеряемых
функций.
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После заполнения файла input.txt Вам нужно запустить программу
Combined_metod_for_Trauer’s_model.exe.

Во время вычисления программой вектора восстанавливаемых параметров, в
папку Data записываются значения целевого функционала, относительной ошиб-
ки и вычисленные параметры в зависимости от числа итераций. Поэтому если
вы воспользуетесь генераторами картинок (файлы с расширением .plt), прило-
женные вместе с основной программой, Вы получите картинки (с расширением
.eps):

• изменение функционала, в зависимости от числа итераций;

• изменение относительной, в зависимости от числа итераций;

• изменение значений вычисляемых параметров, в зависимости от числа ите-
раций.

В этой программе Вы можете использовать как реальные данные, так и син-
тетические данные, которые будут вычисленны программой автоматически.

Вы можете восстанавливать любой вектор параметров Θ̃ = (Θ̃1, . . . , Θ̃m)T ⊂
(Π, µ, ϕ, ϕm, ε, k, γ, ν, η, ω, δ, δm, µi, µt, β, βm, χ, o, l)

T , но только с помощью метода
отжига. После его применения будет уточняться вектор наиболее чувствительных
параметров модели, имеющих непосредственное влияние на течение эпидемии,
Θ = (ε, k, ν, δ, δm, χ, o)

T ∈ R7.
Явный вид градиента целевого функционала (5) для модели (1) (J ′(Θ) ∈ R7),

вычисленного по формуле (7), выглядит следующим образом:

J ′1(Θ) = −
∫ T

0

(LA(t)(Ψ6(t)−Ψ2(t)) + LAm(t)(Ψ7(t)−Ψ3(t)))dt,

J ′2(Θ) = −
∫ T

0

(LA(t)(Ψ4(t)−Ψ2(t)) + LAm(t)(Ψ5(t)−Ψ3(t)))dt,

J ′3(Θ) = −
∫ T

0

(LB(t)(Ψ6(t)−Ψ4(t)) + LBm(t)(Ψ7(t)−Ψ5(t)))dt,

J ′4(Θ) = −
∫ T

0

I(t)(Ψ8(t)−Ψ6(t))dt,

J ′5(Θ) = −
∫ T

0

Im(t)(Ψ9(t)−Ψ7(t))dt,

J ′6(Θ) = −
∫ T

0

1

N
(β(I(t) + oT (t))(−SB(t)Ψ1(t) + (SB(t)+

+ LB(t) + LBm(t))Ψ2(t)− LB(t)Ψ4(t)− LBm(t)Ψ5(t))+

+ βm(Im(t) + oTm(t))(−SB(t)Ψ1(t) + (SB(t) + LB(t)+

+ LBm(t))Ψ3(t)− LB(t)Ψ4(t)− LBm(t)Ψ5(t)))dt,

(9)
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J ′7(Θ) = −
∫ T

0

1

N
(βχT (t)(−SB(t)Ψ1(t) + (SB(t) + LB(t)+

+ LBm(t))Ψ2(t)− LB(t)Ψ4(t)− LBm(t)Ψ5(t)) + βmχTm(t)×
× (−SB(t)Ψ1(t) + (SB(t) + LB(t) + LBm(t))Ψ3(t)−
− LB(t)Ψ4(t)− LBm(t)Ψ5(t)))dt.

Интегралы численно вычисляются методом Симпсона 4-го порядка аппрокси-
мации. Шаг временной сетки для вычисления прямой и сопряженной задачи и
градиента ht = 0.001.
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4 Пример применения программы

Используя файл input.txt, который находится в папке Example, такого вида:

Рис. 1: Содержимое файла input.txt.

Запускаем программу Combined_metod_for_Trauer’s_model.exe при нажатии
клавиши Enter начнется процесс вычисления параметров.

Рис. 2: Экран программы.

В колонке слева будет указан номер итерации, по-порядку значения восстанав-
ливаемых параметров на данной итерации, значение функционала 5 и относитель-
ная ошибка (см. Рисунок 3). При достижении необходимой точности программа
остановится, и будет отображен результат.

После окончания программы, используя полученные данные в папке Data,
генерируем картинки:
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Рис. 3: Экран программы.
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Рис. 4: График изменения целевой функции J(Θj) в зависимости от количества
итераций j.

На графике зависимости целевого функционала (5) от количества итераций
(Рис. 4) видно, что значение функционала уменьшается со стохастическими скач-
ками во время применения метода отжига (29748 итераций) и с затухающими ко-
лебаниями во время применения метода градиентного спуска (1737440 итераций),
что совпадает с правилами построения методов и их свойствами (см. Теорему 1
и работы [10, 11]).
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На рисунке 5 видно что относительная ошибка уменьшается похожим образом.
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Рис. 5: График изменения относительной ошибки
|Θj−Θexact|
|Θexact| в зависимости от ко-

личества итераций j.

Так же приведен полученный график изменения значений параметров в зави-
симости от количества итераций.
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Рис. 6: График изменения значений параметров в зависимости от количества ите-
раций (1767187 итераций комбинированного метода), полная область изменения
параметров.
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