
Инструкция по работе с программой
"Численный алгоритм решения обратной задачи для системы

дифференциальных уравнений".

1. Постановка задачи

В работе предлагается программа, предназначенная для решения обратной
задачи для системы линейных дифференциальных уравнений типа:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇�1 = 𝑘11𝑋1 + 𝑘12𝑋2 + · · · + 𝑘1𝑁𝑋𝑁 +𝐴1𝑒
𝑎1𝑡,

�̇�2 = 𝑘21𝑋1 + 𝑘22𝑋2 + · · · + 𝑘2𝑁𝑋𝑁 +𝐴2𝑒
𝑎2𝑡,

...

�̇�𝑁 = 𝑘𝑁1𝑋1 + 𝑘𝑁2𝑋2 + · · · + 𝑘𝑁𝑁𝑋𝑁 +𝐴𝑁𝑒
𝑎𝑁 𝑡.

𝑋1(0) = 𝑋10, 𝑋2(0) = 𝑋20, · · · , 𝑋𝑁 (0) = 𝑋𝑁 0

(1)

Обратная задача состоит в нахождении матрицы параметров: 𝐾 = (𝑘𝑖𝑗) по
дополнительной информации о решении прямой задачи вида:

Φ
(𝑚)
𝑖 = 𝑋𝑖(𝑡𝑚,𝐾), 𝑖 = 1, . . . 𝑁, 𝑚 = 1, . . . ,𝑀𝑖. (2)

Рассмотрим вариационную постановку обратной задачи (1), (2), состоящую
в минимизации следующего функционала:

𝐽(𝐾) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖∑︁
𝑚=1

(𝑋𝑖(𝑡𝑚,𝐾) − Φ
(𝑚)
𝑖 )2 (3)

2. Описание алгоритма

Оптимизационный алгоритм решения обратной задачи состоит из следую-
щих шагов:

1. Задается точность 𝜀 и начальное приближение 𝐾0. Предположим, что мат-
рица 𝐾𝑗 вычислена. Опишем алгоритм нахождения 𝐾𝑗+1.

2. Проверяется условие 𝐽(𝐾𝑗) < 𝜀. Если 𝐽(𝐾𝑗) > 𝜀, то:
3. Вычисляется решение прямой задачи (2){︃

�̇� = 𝐾𝑗𝑋 +𝐴𝑒𝑎𝑡

𝑋(0) = 𝑋0.
(4)

с матрицей 𝐾𝑗 . Решение имеет вид: 𝑋𝑖(𝑡𝑚,𝐾𝑗), 𝑖 = 1, . . . ,𝑁,𝑚 = 1, . . . ,𝑀𝑖.
4. Решается сопряженная задача (7) с матрицей 𝐾𝑗⎧⎪⎨⎪⎩

𝜓𝑡 +𝐾*
𝑗 𝜓 = 0

𝜓(𝑇 ) = 0

[𝜓]𝑡=𝑡𝑚
𝑖 = 2(𝑋𝑖(𝑡𝑚,𝐾𝑗) − Φ

(𝑚)
𝑖 ), 𝑖 = 1, . . . ,𝑁,𝑚 = 1, . . . ,𝑀𝑖.

(5)

5. Вычисляется градиент целевого функционала (5) по формуле (𝐽 ′(𝐾𝑗))𝑘𝑙 =

−
∫︀ 𝑇

0
𝜓𝑘𝑋𝑙𝑑𝑡

6. Задается оптимизационный параметр 𝛼𝑗 > 0 и следующая итерация

𝐾𝑗+1 = 𝐾𝑗 − 𝛼𝑗𝐽
′(𝐾𝑗).

После проверяется условие 2.
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3. Описание работы с программой

Для работы с программой необходимо заполнить 2 файла: input_data.txt
и input.txt.

В input.txt находится информация о модели и ее параметрах, а так же па-
раметры метода. Программа поддерживает следующий синтаксис заполнения
файла (указан в порядке ввода):

1. Условие остановки 𝜀 метода.
2. Граница 𝑇 временного промежутка [0,𝑇 ], на котором рассматривается зада-

ча.
3. Коэффициент 𝛼 метода простой итерации Ландвебера.
4. Размерность системы уравнений, которой соответствует рассматриваемая

модель.
5. Количество зафиксированных элементов в матрице параметров 𝐾 (фикси-

руются в том числе элементы, значения которых есть константы).
6. Соответственно, номера фиксированных элементов в матрице и, через про-

бел, их значения. Каждый элемент на отдельной строке. Количество строк
соответствует числу элементов, введенному в пункте 5.

7. Количество элементов матрицы параметров, для которых известны ограни-
чения (интервал, в котором лежит параметр).

8. Соответственно, номера ограниченных элементов в матрице и, через пробел,
значение интервала. Интервал заполняется в виде [𝑎,𝑏]. Каждый элемент на
отдельной строке. Количество строк соответствует числу элементов, введен-
ному в пункте 7.

9. Начальные значения функций (значения в точке 0). Значения заполняются
через пробел. Их количество соответствует числу, введенному в пункте 4.

10. Программа поддерживает системы уравнений с неоднородностью в виде
экспоненты. В этом пункте заполняется коэффициенты перед перед экспо-
нентами. Значения заполняются через пробел. Их количество соответствует
числу, введенному в пункте 4.

11. Степени экспонент. Значения заполняются через пробел. Их количество со-
ответствует числу, введенному в пункте 4. Если имеется неоднородность
в виде константы, то степень выставляется нулевой, а коэффициент перед
экспонентой считается данной константой.

В input_data.txt находится информация о данных обратной задачи. Про-
грамма поддерживает следующий синтаксис заполнения файла (указан в по-
рядке введения):

1. Количество функций, для которых известны дополнительные данные.
2. Номера функций, для которых известны дополнительные данные.
3. Количество известных данных.
4. Заполнение дополнительных данных. Вводятся данные последовательно для

функций, номера которых записаны в пункте 2. Их количество соответству-
ет числу, введенному в пункте 3. Заполняются, соответственно, время и,
через пробел, значения данных.
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4. Пример

4.1. Фармакокинетическая модель секреции и кинетики С-пептида.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐𝑝1(𝑡) = −[𝑘01 + 𝑘21]𝑐𝑝1(𝑡) + 𝑘12𝑐𝑝2(𝑡) +𝑚𝑥(𝑡)

𝑐𝑝2(𝑡) = 𝑘21𝑐𝑝1(𝑡) − 𝑘12𝑐𝑝2(𝑡)

�̇�(𝑡) = −𝑚𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)

�̇�(𝑡) = −𝛼(𝑦(𝑡) − 𝛽[𝐺− ℎ])

𝑐𝑝1(0) = 0, 𝑐𝑝2(0) = 0, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 0.

(6)

Модель характеризуется 7 параметрами. Три из них относятся к кинетике С-
пептида (показателя, отражающего уровень секреции инсулина): 𝑘01, 𝑘21, 𝑘12;
остальные относятся к секреции поджелудочной железы: 𝛼, 𝛽,𝑚, ℎ. Концен-
трация глюкозы 𝐺 считается известной и равной 100. Матрица параметров 𝐾
имеет вид

𝐾 =

⎛⎜⎜⎝
−(𝑘01 + 𝑘21) 𝑘12 𝑚 0

𝑘21 −𝑘12 0 0

0 0 −𝑚 1

0 0 0 −𝛼

⎞⎟⎟⎠

Рис. 1. Содержимое файла input.txt

Рис.

2. Содержимое
файла
input_data.txt

Будем искать только параметры 𝑘01, 𝑘21, 𝑘12. Для этого нам нужно указать в
файле input.txt номера тех элементов матрицы, значения которых известны.
Поэтому мы фиксируем все элементы со значениями 0 и 1, а так же элементы,
в которых есть параметры 𝑚 и 𝛼.

Для параметров, относящихся к скоростям (𝑘01, 𝑘21, 𝑘12) в фармакокинети-
ке известно, что они неотрицательны и сильно меньше единицы. Поэтому их
можно ограничить интервалом [0,1].
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Данные обратной задачи вида (??), записываемая в файл input_data.txt
(см. Рис. ??) были получены с помощью решения прямой задачи для парамет-
ров из таблицы 1.

Таблица 1. Значения параметров модели

Параметры Точное значение

𝑘01 0.064

𝑘21 0.054

𝑘12 0.056

𝑚 0.57

𝛼 0.065

𝛽 11.32

ℎ 4.94

После заполнения файлов input_data.txt и input.txt, необходимо запу-
стить программу Gradient matrix method.exe. Если данные заданы в соот-
ветствии с инструкцией, то при двукратном нажатии клавиши "Enter"начнется
процесс вычисления параметров. В колонке слева будет указано значение функ-
ционала (5), а справа соответствующий номер итерации. При достижении необ-
ходимой точности программа остановится, и будет отображен результат. (рис.
3).

Рис. 3. Экран программы.txt

После окончания вычислений результаты записываются в файл output.txt
в виде матрицы (рис. 4)
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Рис. 4. Содержимое файла output.txt


